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摘 要：Boltzmann碰撞算子之间的相互作用以及方程在边界处潜在的奇性，使得在 L∞x，v 框架下，获得整体解

比较困难。文章关于空间变量 x 引入函数空间 H 1
x1
H 2

-x，在 inflow边界条件下研究了非截断Boltzmann方程在有限

管道中解的全局存在唯一性、大时间行为以及解的正则性传播。
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The non-cutoff Boltzmann equation in a finite channel

YANG Hang1，LIU Liping2，MA Xuan1，2
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Abstract：It’s very difficult to establish the global existence in the framework of L∞x，v due to the interac‐
tion between collision operators and the underlying singularity at the boundary. In this paper，we con‐
struct a global and unique solution in a new function space H 1

x1H
2
-x for the non-cutoff Boltzmann equation

with inflow boundary condition in a finite channel. Moreover，we also obtain the large-time behavior and
the propagation of the regularity of the solution.
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1 引言和主要结论

本文考虑非截断的Boltzmann方程

∂ tF + v ⋅ ∇xF = Q (F，F) （1）
给定初始条件为

F (0，x，v) = F0 (x，v)
这里，未知函数 F (t，x，v) ≥ 0 为粒子的密度分布函数， t > 0，x = (x1，x2，x3) ∈ Ω = I × T 2 ⊂ R3，v =

(v1，v2，v3) = (v1，-v) ∈ R3。对于该方程右边的碰撞算子 Q ( ⋅，⋅ )，有

Q (G，F ) = ∫
R3 × S2

B ( v - u，σ ) [G (u')H ( v') - G (u )H ( v ) ] dudσ
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这里，(u，v)指粒子碰撞前的速度，(u'，v')为粒子碰撞后的速度，满足

ì

í

î

ïï
ïï

v' = v + u2 + || v - u
2 σ，

u' = v + u2 - || v - u
2 σ，

σ ∈ S2，

S2为单位球面，B (v - u，σ) ≥ 0称为Boltzmann碰撞核，仅依赖于 |v - u|及偏移角 θ。关于Boltzmann碰撞核

有：B (v - u，σ) = Φ (| v - v' |) b (cos θ)，cos θ = σ，
( )v - u

|| v - u 。通常情况下， b 和 Φ 均为非负函数；角函数

满足
1

Cbθ1 + 2s
≤ sin θ b (cos θ) ≤ Cb

θ1 + 2s
，∀θ ∈ (0，π2 ùûú

这里 Cb > 0，0 < s < 1；当 γ + 2s ≥ 0，有 Φ(|v - v'|) = CΦ | v - v' |γ (CΦ > 0)成立，则称为硬位势；当

-3 < γ < -2s，有 Φ (| v - v' |) = CΦ | v - v' |γ (CΦ > 0)成立，则称为软位势。本文中定义

γ > max{ - 3，- 32 - 2s}，0 < s < 1
这里角函数的表达式关于 θ在 0点处具有奇性，通常会将其人为的做截断去掉这种奇性，本文我们不

做这种假设，因此我们称之为非截断的Boltzmann方程。

边界效应对于Boltzmann方程十分重要，Cercignani［1］证明了一维空间中线性Boltzmann方程的边值问

题在有界域中的唯一解，之后将该唯一性定理推广到了二维和三维空间以及一般初边值问题的研究中［2］。

再之后，Pao［3］利用隐函数定理，将Cercignani中的线性问题推广到了非线性问题上，并证明了解的存在

性和唯一性。Esposito等［4-5］ 则在 Cercignani，Pao等工作的基础上研究了无滑移边界条件下平行板中

Boltzmann方程的流体动力学极限。而对于一般的有界域，Shizuta等［6］通过使用Vidav［7］的多重迭代方法，

对镜面反射边界条件的初边值问题，找到解的全局存在性和时间衰减率。上个世纪 80年代，Ukai［8］为

Boltzmann方程构造了著名的迹定理（现称为Ukai迹定理），之后Hamdache［9］用它来构造具有Maxwell边
界条件的Boltzmann方程的重整化弱解。后来，Cercignani［10］ 推广了Ukai的迹定理，得到了更一般情形下

的迹定理。2010年，Guo［11］基于一个新的 L2 - L∞估计，研究了四种基本边界条件下的时间衰减和连续

性。根据这一开创性工作，Esposito等［12］利用 L2 - L∞的方法和一个结构性的证明方法构建了一个真正的

非平衡态的稳态解。Briant等［13］则证明了适应系数 α 在 ( 2
3 ，2)的具有Maxwell边界条件的Boltzmann方

程的整体适定性。Kim等［14］通过迭代Duhamel公式三次，去掉了［15］中研究单一镜面反射边值问题所

需的解析边界条件。之后，Liu等［16］将文献［11］得到的结果推广到了截断的软位势的情况。Duan等［17］

则证明了具有大振幅初始值的全局适定性。Guo等［18］将Arkeryd等所考虑的Cauchy问题推广到有界域中

的镜面反射边界问题。 Esposito等［19］ 和Duan等［20］发展了新的 L3 - L6方法，研究了Boltzmann方程在有界

域上的流体动力学极限。最近，Guo［21］将此方法应用到镜面反射边界条件的 Boltzmann方程的研究中。

Duan等［22］发展了一类新的函数空间来处理有限管道中非截断Boltzmann方程的 inflow边界和镜面反射边界

条件的整体适定性问题。

研究Boltzmann方程初边值问题的主要困难在于边界处存在奇性［18］，实际上这个奇性可能会传播到域

的内部［23］，由于这种奇性使得Boltzmann方程初边值问题的解缺少一定的正则性。因此，与Cauchy问题不

同，在 Sobolev空间中建立具有物理边界的Boltzmann方程的解通常是很困难的。我们知道，尽管对非截断

的Boltzmann方程的Cauchy问题的适应性［24-25］已经有了很好的研究，但对非截断的Boltzmann方程的初边

值问题仍然是一个开放性的问题。受文献 ［22］ 的启发，本文对空间变量 x 构造了一个新的函数空间

H 1
x1H

2
-x，通过一些关键的观察，利用基本能量方法来研究在周期管道内 Boltzmann解的全局存在唯一性，

时间衰减估计以及空间正则性的传播。

考虑在有限周期性管道 Ω = I × T 2 = {x | x = ( )x1，
-x ，x1 ∈ I = ( )-1，1 ，-x = ( )x2，x3 ∈ T 2 = [ ]0，2π 2} 中的

Boltzmann方程，容易知道整体的Maxwell是方程（1）的一个平凡解。因此我们构造方程在Maxwell平衡态

附近的解，令
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F (t，x，v) = μ + μ 12 f (t，x，v)
这里

μ = μ ( v ) = (2π) - 32 e- || v 2
2

将上述扰动代入（1）便得到Boltzmann的线性化方程

∂ t f + v ⋅ ∇x f + L f = Γ ( f，f )，t > 0，x ∈ Ω，v ∈ R3 （2）
对应的初始条件和给定 inflow边界条件为

f (0，x，v) = f0 (x，v) （3）
f (t，- 1，-x，v)| v1 > 0 = g- (t，-x，v)，f (t，1，-x，v)| v1 > 0 = g+ (t，-x，v) （4）

其中，（2）式中的线性算子 L 和非线性算子 Γ为

L f = -μ- 12 {Q (μ，μ 12 f) + Q (μ 12 f，μ)}，Γ ( f，f ) = μ- 12Q (μ 12 f，μ 12 f) （5）
在阐述本文的主要结果之前，先给出相关符号和定义：

1） 速度权

wq，ϑ (v) = e
q v ϑ

4 ， v = 1 + || v 2

其中， (q，ϑ) 满足

{ γ + 2s ≥ 0，则q = 0
-3 < γ < -2s，则q > 0且ϑ = 1 （6）

同时，定义 κ

κ =
ì

í

î

ïï
ïï

1，q = 0，γ + 2s ≥ 0
ϑ

ϑ + || γ + 2s ，q > 0，- 3 < γ < -2s且ϑ = 1 （7）

这里需要说明的是，这种速度权主要是为了得到解的时间衰减率，见4. 1. 2节的推导。

2） Boltzmann方程线性化后的线性碰撞算子 L 具有强制性，强制性表现在下面 D 范数的意义之下：

| wq，ϑ f |
2
D
= ∫

R3v
∫
R3u
∫
S2
B ( )v - u，σ w2q，ϑ ( )v μ ( )u ( )f ( )v' - f ( )v

2dσdudv

+∫
R3v
∫
R3u
∫
S2
B ( )v - u，σ w2q，ϑ ( )v f ( )u 2 ( )μ

1
2 ( )v' - μ 12 ( )v

2
dσdudv，

 wq，ϑ f
2
D
= ∫

Ω
∫
R3v
∫
R3u
∫
S2
B ( v - u，σ )w2q，ϑ ( v ) μ (u) (f (v') - f (v)) 2dσdudvdx

+∫
Ω
∫
R3v
∫
R3u
∫
S2
B ( v - u，σ )w2q，ϑ ( v ) f (u) 2 (μ 12 (v') - μ 12 (v))

2
dσdudvdx

3） 为了方便，我们使用能量方法，定义能量范数 ET，w (f)和耗散范数 DT，w (f)分别为：

ET，w ( f ) =∑
α ∈ Λ

 wq，ϑ∂α f
L∞T L2v L2x

，DT，w (f) =∑
α ∈ Λ

 ∂α [ ]a，b，c
L2TL2x
+∑

α ∈ Λ
 wq，ϑ{ }I - P ∂α f

L2TL2v，DL2x

这里

 f ( )t，x，v
L2TL2v H 1x1H

2
-x

= (∫0
T ∫
R3
∑
α ∈ Λ
∫
Ω

|| ∂α f ( )t，x，v
2 dxdvdt)

1
2

 wq，ϑ f ( )t，x，v
L2TL2v H 1x1H

2
-x

= (∫0
T ∫
R3
∑
α ∈ Λ
∫
Ω

|| wq，ϑ∂α f ( )t，x，v
2 dxdvdt)

1
2

其中，∂α = ∂αx = ∂α1x1 ∂-α-x。令Λ = {α = (α1，α2，α3) = (α1，-α ) | α1 ≤ 1， || -α ≤ 2}。特别说明的是，当 q = 0时， 则

ET，w (f)，DT，w (f) 分别记为 ET (f)，DT ( f )。
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4） 为了表示方程的解在边界上的表现行为，我们定义关于边界条件的泛函 E (g±)。当 α ∈ Λ 时，记

E2 (g± ) = E21 (g± ) + E22 (g± )。这里

E21 (∂α g±) = ∫
0

T ∫
T 2
∫

±v1 < 0
|| v1
-1 ( )|| ∂ t∂-α g± 2 + || -v∙∇-x∂-α g± 2 + || L∂-α g± 2 + || ∂-αΓ ( )g±，g±

2 dvd -x dt
以及

E22 (∂α g±) = ∫
0

T ∫
T 2
∫

±v1 < 0
|| v1 || ∂α g± 2dvd -x dt

5） 其它记号：C 为一个比较大的正常数， λ为一个比较小的正常数，且 C 和 λ在不同位置的值是

不同的；A~< B 是指 ∃C > 0，使得 A ≤ CB，A ∼ B 指的是 A~< B 或者是 B~< A；若无特殊说明，( ⋅，⋅ ) 是指

在 L2x，v 上的内积， ⋅，⋅ 指在 L2v 上的内积；| ∙ | = | ∙ |
L2v
，  ∙ =  ∙ L2x，v

或  ∙ =  ∙ L2-x，v
或 ∙ =  ∙ L2x1，v

。

下面我们给出本文的主要结果：

定理1（全局存在性与时间衰减率）令 Ω = I × T 2，α ∈ Λ，若存在 C > 0，ϵ0 > 0，使得

1） 当 F0 ( x1，-x，v ) = μ + μ
1
2 f0 ( x1，-x，v ) ≥ 0，F (t，± 1，-x，v) = μ + μ

1
2 g± ( t，-x，v ) ≥ 0， ∑

α ∈ Λ
 wq，ϑ∂α f0

L2v L2x
+

∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g± ≤ ϵ0成立时，则（2）、（3）和（4）存在着唯一解 f (t，x1，-x，v)，满足

F (t，x1，-x，v) = μ + μ
1
2 f (t，x1，-x，v) ≥ 0

且，对 ∀ T > 0，有

ET，w (f) + DT，w (f) ≤ C{∑
α ∈ Λ

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x

+∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g± }

2） 假设 ∃λ > 0，使得∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g± +∑

α ∈ Λ
sup
t > 0

E ( )eλtκ∂α g± ≤ ϵ0 成立，其中 κ 由式 （7） 定义，则对

∀ t > 0，上面构建的解满足

∑
α ∈ Λ

 ∂α f ( )t
L2v L2x

~< e-λtκ∑
α ∈ Λ

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x

+ e-λtκ{∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g± +∑

α ∈ Λ
sup
t > 0

E ( )eλtκ∂α g± }
定理 2（-x 方向正则性的传播） 令 Ω = I × T 2，Π = {α = (α1，-α)| α1 ≤ 1， || -α ≤ m}，m 为任意的正整

数；对 ϵ0 > 0，若∑
α ∈ Π

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x
+∑

α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g± ≤ ϵ0成立，则有

∑
α ∈ Π

 wq，ϑ∂α f ( t )
L∞T L2v L2x

+∑
α ∈ Π

 wq，ϑ∂α f
L2TL2v，DL2x

~<∑
α ∈ Π

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x

+∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g±

下面，第 2部分给出一些关键的估计，包括非线性项的估计和线性算子的强制性估计；第 3部分给出

宏观量的估计；第4部分给出问题（2）、（3）和（4）的整体存在性、大时间行为以及正则性传播证明。

2 基本估计

本文主要是用能量方法研究问题（2）、（3）和（4）在有限管道中解的全局存在唯一性，时间衰减率

以及解的正则性传播。为此，提前给出几个重要的估计。

2. 1 非线性算子的估计

首先，关于方程（2）右端非线性项的估计。我们主要借助于文献［26］（引理 2. 3），文献［27］（引

理2. 4）的想法对其给出的一个新的重要的上界估计。

引理1 若 0 < s < 1，- 2s > γ > max{ - 3，- 32 - 2s}，ϑ = 1，q ≥ 0，有

| (Γ (f，g)，w2q，ϑ (v) h) L2v |~<{| v γ
2 + swq，ϑ f |

L2v

| g |
D
+ | v γ

2 + s g |
L2v

| wq，ϑ f |
D}| wq，ϑh |

D
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+min{| wq，ϑ f |
L2v | v

γ
2 + s g |

L2v

，| g |
L2v | v

γ
2 + swq，ϑ f |

L2v
}| wq，ϑh |

D
+ || wq，ϑ g

L2v

|
|
||

|
|
|| v

γ
2 + swq，ϑ f

L2v

|| wq，ϑh
D

（8）
在引理1的基础上，我们主要利用Sobolev不等式来证明下述关于非线性算子 Γ 的估计。

定理3 若 0 < s < 1，- 2s > γ > max{ - 3，- 32 - 2s}，ϑ = 1，q ≥ 0，当 α ∈ Λ，η > 0 有

∑
α ∈ Λ(∫0

T

| (∂αΓ (f，g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2 ~< η wq，ϑh

L2TL2v，DL2x

+Cη{ wq，ϑ f
L∞T L2v H 1x1H

2
-x

 g
L2T L2v，DH 1x1H

2
-x

+  wq，ϑ f
L2TL2v，DH 1x1H

2
-x

 g
L∞T L2v H 1x1H

2
-x

+ wq，ϑ f
L∞T L2v H 1x1H

2
-x

 g
L2TL2v H 1x1H

2
-x

+  wq，ϑ f
L∞T L2v H 1x1H

2
-x

 wq，ϑ g
L2TL2v H 1x1H

2
-x
}

证明 为了书写简便，下面的证明中只考虑 | -α | = 2，即 (α2，α3) = (0，2)或 (2，0) 或 (1，1)，其余情况证

明类似。因此

∑
α ∈ Λ(∫0

T

| (∂αΓ (f，g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2 = ∑

|| -α = 2(∫0
T

| (∂-α-xΓ (f，g)，w2q，ϑh) |dt)
1
2 + ∑

|| -α = 2(∫0
T

| (∂x1∂-α-xΓ (f，g)，w2q，ϑh) |dt)
1
2

当 α1 = 0 时，有

∑
|| -α = 2(∫0

T

| (∂αΓ (f，g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2 ≤ ∑

2 ≤ i，j ≤ 3(∫0
T

| (Γ (∂xi∂xj f，g)，w2q，ϑh) |dt)
1
2 + ∑

2 ≤ i，j ≤ 3( )∫
0

T |
|
||

|
| ( )Γ ( )f，∂xi∂xj g ，w2q，ϑh dt

1
2

+ ∑
2 ≤ i，j ≤ 3(∫0

T

| (Γ (∂xi f，∂xj g)，w2q，ϑh) |dt)
1
2∶=∑

n = 1

3
In

其中 i，j = 2，3。因为γ + 2s < 0，利用引理1，可推出

I1
~< (∫0

T ∫
I × T 2

{ }|| wq，ϑ∂xi∂xj f
L2v

|| g
D
+ || g

L2v
|| wq，ϑ∂xi∂xj f
D
+ || wq，ϑ∂xi∂xj f

L2v
|| g
L2v
+ || wq，ϑ g

L2v
|| wq，ϑ∂xi∂xj f
L2v
| wq，ϑh |

D
dxdt)

1
2

讨论上述不等式的第一项。利用Sobolev不等式 f
L∞x1
≤ C  f

H 1x1
， f

L∞-x
≤ C  f

H 2-x
可以得到

∑
|| -α = 2(∫0

T ∫
I × T 2

|| wq，ϑ∂xi∂xj f
L2v

|| g
D

|| wq，ϑh
D
dxdt )

1
2
~< ∑
2 ≤ i，j ≤ 3( )∫

0

T∫
I
 g

L2v，DL∞-x
 wq，ϑ∂xi∂xj f

L2v L2-x
 wq，ϑh

L2v，DL2-x
dx1dt

1
2

~< ∑
2 ≤ i，j ≤ 3(∫0

T

 g
L2v，DH 2-x L

∞
x1
 wq，ϑ∂xi∂xj f

L2v L2-x L
2
x1
 wq，ϑh

L2v，DL2-x L
2
x1
dt)

1
2

~< (∫0
T(Cη  g 2

L2v，DH 2-x H
1
x1
 wq，ϑ f

2
L2v H 2-x H

1
x1
+ η wq，ϑh

2
L2v，DL2-x L

2
x1
)dt)

1
2

~<Cη  g
L2TL2v，DH

2
-x H

1
x1
 wq，ϑ f

L∞T L2v H 2-x H
1
x1
+ η wq，ϑh

L2TL2v，DL
2
-x L

2
x1

I2 与 I1 的证明方法是类似的，下面对 I3 进行估计。

I3
~< ∑
2 ≤ i，j ≤ 3(∫0

T ∫
I × T 2

{ }|| wq，ϑ∂xi f
L2v

|| ∂xj g
D
+ || ∂xj g

L2v
|| wq，ϑ∂xi f
D
+ || wq，ϑ∂xi f

L2v
|| ∂xj g
L2v
+ || wq，ϑ∂xj g

L2v
|| wq，ϑ∂xi f
L2v

⋅| wq，ϑh |
D
dxdt)

1
2

同理，利用Sobolev不等式  f
L3-x
≤ C  f

H 1-x
及  f

L6-x
≤ C  f

H 1-x
，并利用Young不等式有
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∑
2≤ i，j ≤ 3(∫0

T ∫
I × T 2

|| wq，ϑ∂xi f
L2v

|| ∂xj g
D

|| wq，ϑh
D
dxdt )

1
2
~< ∑
2 ≤ i，j ≤ 3( )∫

0

T∫
I
 wq，ϑ∂xi f

L2v L3-x
 ∂xj g

L2v，DL6-x
 wq，ϑh

L2v，DL2-x
dx1dt

1
2

~< (∫0
T∫
0

T

 wq，ϑ∂xi f
L2v H 1-x

 ∂xj g
L2v，DH 1-x

 wq，ϑh
L2v，DL2-x

dx1dt)
1
2

~< ( )∫
0

T

 wq，ϑ f
L2v H 2-x L

∞
x1
 g

L2v，DH 2-x L
2
x1
 wq，ϑh

L2v，DL2-x L
2
x1
dt

1
2

~< (∫0
T(Cη  wq，ϑ f

2
L2v H 2-x L

∞
x1
 g 2

L2v，DL2-x L
2
x1
+ η wq，ϑh

2
L2v，DL2-x L

2
x1
)dt)

1
2

~<Cη  wq，ϑ f
L∞T L2v H 2-x H

1
x1
 g

L2TL2v，DH 2-x H
1
x1
+ η wq，ϑh

L2TL2v，DL2-x L
2
x1

当 α1 = 1时，有

∑
|| -α = 2(∫0

T

| (∂αΓ (f，g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2

≤ ∑
2 ≤ i，j ≤ 3(∫0

T

| (Γ (∂x1 f，∂xi∂xj g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2 + ∑

2 ≤ i，j ≤ 3( )∫
0

T
|
|
||

|
| (Γ ( )∂xi∂xj f，∂x1g ，w2q，ϑh ) dt

1
2

+(∫0
T

| (Γ (f，∂x1∂xi∂xj g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2 + ∑

2 ≤ i，j ≤ 3( )∫
0

T
|
|
||

|
| (Γ ( )∂x1∂xi∂xj f，g ，w2q，ϑh ) dt

1
2

+ ∑
2 ≤ i，j ≤ 3(∫0

T

| (Γ (∂x1∂xi f，∂xj g)，w2q，ϑh ) |dt)
1
2+ ∑

2 ≤ i，j ≤ 3(∫0
T

| (Γ (∂xj f，∂x1∂xi g)，w2q，ϑh) |dt)
1
2∶=∑

m = 1

6
Km

对于 Km 中的每一项，均可用上述的方法进行估计。综上，定理得证。

2. 2 线性算子的强制性估计

下文我们直接给出线性算子 L 的强制性估计，这些估计都已经在文献［25］中给出，我们略去证明。

1） 对于式 （5） 定义的线性算子 L，有 (Lf，f) ≥ δ0  { }I - P f
2
D
( δ0 > 0) 。其中，{I - P} f由式 （9）

和（10）给出。

2） 由文献［25］［引理 2. 6］可知，(Lf，w2q，ϑ f)
L2v
≥ δ0 | wq，ϑ f |

2
D
- C | f |2

L2 ( )BR
(C > 0)，这里 BR指的是 R3中

以原点为圆心，以R为半径的圆。

3 宏观量的估计

在这一节，将推导问题（2）、（3）及（4）的宏观量的估计。因为前面定义的线性算子的强制性是退

化的，所以需要对解的宏观量和微观量分开估计。与前面提到的Cauchy问题的做法一样，先用微观量控

制宏观量，再利用 L 的强制性估计得到微观量的估计，最后把二者结合起来封闭能量估计。为此，先将

f 分解为如下宏观部分和微观部分。

f = Pf + {I - P} f （9）
其中，

If = f，Pf = {a + b ⋅ v + 12 ( | v |2 - 3)c} μ
1
2 （10）

表 达 式 中 系 数 函 数 [ a，b，c ](t，x) 为 宏 观 量 ， [ ⋅，⋅，⋅ ] 代 表 一 个 向 量 。 令 复 合 函 数

H = H (h (x，v)) ∈ N⊥，N=span{μ 12，vi μ 12，| v |2 μ 12} ( i = 1，2，3)为 L 的零空间。 N⊥为N 的正交补空间，用H代
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替（2）式右端的非线性项，考虑下列线性方程

∂ t f + v1∂x1 f + -v ⋅ ∇-x f + Lf = H，t > 0，(x1，-x) ∈ Ω，v = (v1，-v) ∈ R3 （11）
相应的初始条件和边界条件为（3）和（4）。下面利用对偶论证［12］得到 [ a，b，c ](t，x) 的一系列估计。

定理4 在定理1中的条件下，当 α ∈ Λ 时，有

∑
α ∈ Λ

 ∂α [ ]a，b，c
L2TL2x

~<∑
α ∈ Λ

 ∂α f
L∞T L2v L2x

+∑
α ∈ Λ

 ∂α f0
L2v L2x

+∑
α ∈ Λ
E ( )∂α g±

+∑
α ∈ Λ

||Υ +
T ( )∂α f +∑

α ∈ Λ
 { }I - P ∂α f

L2TL2v，DL2x
+∑

α ∈ Λ(∫0T 





( )∂αH，μ 14

L2v

2

dt)
1
2

+∑
α ∈ Λ

|

|

|
|
||

|

|

|
|
||Υ -

T ( )∂αH
|| v1

这里，我们使用了下述记号，

|Υ +
T，w (h) |

2 = ∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1 w2q，ϑ || h ( )t，1，-x，v 2dvd -x dt + ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1 w2q，ϑ || h ( )t，- 1，-x，v 2dvd -x dt

|Υ -
T，w (h) |

2 = ∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1 w2q，ϑ || h ( )t，1，-x，v 2dvd -x dt + ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1 w2q，ϑ || h ( )t，- 1，-x，v 2dvd -x dt

当 q = 0 时，我们也记 Υ ±
T ( ⋅ ) ：= Υ ±

T，w ( ⋅ )。
证明 对方程（11）关于变量 x 求 α 阶偏导数（α ∈ Λ），则有

∂ t∂α f + v ⋅ ∇x1，-x∂α f + L∂α f = ∂αH，t > 0，(x1，-x) ∈ Ω，v = (v1，-v) ∈ R3 （12）
相应的初始条件及边界条件为

∂α f (0，x1，-x，v) = ∂α f0 (x1，-x，v)，f ( t，- 1，-x，v )|v1 > 0 = g- (t，-x，v)，f ( t，1，-x，v )|v1 < 0 = g+ (t，-x，v) （13）
现在给定速度矩： μ

1
2，vj μ

1
2，
1
6 (| v |

2 - 3) μ 12，(vj vm - 1) μ
1
2，
1
10 (| v |

2 - 5) vj μ
1
2，( j，m = 1，2，3)。将速度矩分

别与方程（11）作内积，可得宏观量 [ a，b，c ] ( t，x )满足方程组的发展方程

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

∂ ta +∂x1b1 + ∂-x ⋅ -b = 0，-b = ( )b2，b3

∂ tb + ∇x ( )a + 2c + ∇x ⋅ Θ ( { I - P } f ) = 0
∂ t c + 13 ∇x ⋅ b +

1
6 ∇x ⋅ Λ ( { I - P } f ) = 0

∂ t [ ]Θjm ( ){ }I - P f + 2cδ jm + ∂ jbm + ∂mbj = Θjm ( )r + h
∂ t Λj ( { I - P } f ) + ∂ j c = Λj ( )r - h

（14）

这里高阶矩函数 Θ = (Θjm ( ⋅ )) 3 × 3和 Λ = (Λj ( ⋅ )) 1 ≤ j ≤ 3分别定义为

Θjm (f) = ((vj vm - 1) μ 12，f)
L2v

，Λj (f) = 1
10 ((| v |2 - 5) vj μ

1
2，f)

L2v

r 和 h 分别为 r = -v∂x{I - P} f，h = -L { I - P } f + H。另外，δ jm为Kronecker符号。

用对偶的技推导宏观量 [ a，b，c ]( t，x)的 L2 的估计。令测试函数 Φ (t，x，v) ∈ C1 ((0，+ ∞) × Ω × R3)。将

方程（12）与Φ( t，x，v )做内积，并关于时间 t在区间 [ 0，T ] (T > 0)上积分，利用式（9）可得

-∫
0

T

(P∂α f，v ⋅ ∇x1，-xΦ)dt =∑
i = 1

5
Si （15）

其中， Si (1 ≤ i ≤ 5) 分别为

S1 = (∂α f，Φ) (0) - (∂α f，Φ) (T)，S2 = ∫
0

T

(∂α f，∂ tΦ)dt，S3 = ∫
0

T

({ }I - P ∂α f，v ⋅ ∇x1，-xΦ)dt
S4 = -∫

0

T

(L∂α f，Φ)dt + ∫
0

T

(∂αH，Φ)dt，S5 = -∫
0

T

v1∂α f ( )1 ，Φ ( )1 dt + v1∂α f ( )-1 ，Φ ( )-1 dt
针对系数函数 c ( t，x )，我们选择测试函数
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Φ = Φc = (| v |2 - 5){v ⋅ ∇x1，-xϕc ( t，x )} μ 12 （16）
-∑
i = 1

3 ∂2xiϕc = ∂α c，ϕc ( ± 1) = 0 （17）
由椭圆估计，我们知道

 ϕc
H2
~<  ∂α c （18）

现在估计方程（15）的左端项，由式（10）及 (17）可得

-∫
0

T

(P∂α f，v ⋅ ∇x1，-xΦ)dt= -∑
j，n = 1

3 ∫
0

T( ){ }∂αa + (∂αb ⋅ v ) + 12 ( || v 2 - 3)∂α c μ 12，vj vn ( || v 2 - 5) μ 12∂ j∂nϕc dt

=∑
j = 1

3 ∫
0

T

( )∂α c，∂2j ϕc dt = 15∫
0

T

 ∂α c 2 dt
接下来，我们依次对方程（15）的右端项进行估计，我们分五步进行讨论：

1）由（18）有 ∂2x ϕc
~<  ∂α c ，又因为 ∂α c ~<  ∂αx f ，由Cauchy-Schwartz不等式推出

| S1 |~<  ∂α f ( )T
2 +  ∂α f0 2

2）从（15）中的第三个方程中得到

 ∂ t∂αx c
H -1x

~<  ∂αb +  { }I - P ∂α f
D

再利用（17），可以推出

 ∂ tϕc
H 1x

~<  ∂ t∂α c
H -1x

其次，利用（10）易知 (∂αPf，∂ tΦc ) = 0，所以

| S2 | ≤ ∫
0

T

| ∂α f，∂ tΦc |dt = ∫
0

T

|| ( ){ I - P } ∂α f，∂ tΦc dt~< η ∫
0

T

 ∂ tΦc

2 dt + Cη ∫
0

T

 { I - P } ∂α f 2
D
dt

~< η ∫
0

T

 ∂ t∂xϕc

2 dt + Cη ∫
0

T

 { I - P } ∂α f 2
D
dt~< η ∫

0

T

 ∂αb 2 dt + Cη ∫
0

T

 { I - P } ∂α f 2
D
dt

3）由式（18）和Young不等式，可推出

| S3 |~< η ∫
0

T

 ∂α c 2 dt + Cη ∫
0

T

 { }I - P ∂α f 2
D
dt

4）利用 L∂α f = L{I - P}∂α f 及椭圆估计（18）得到

| S4 | ≤ η ∫
0

T

 ∂α c 2 dt + Cη ∫
0

T

 { }I - P ∂α f 2
D
dt + Cη ∫

0

T













( )∂αH，μ 14

L2v

2

dt
5）对于边界项 S5，首先我们知道

Φc ( ±1) = (| v |2 - 5) v∙∇xϕc (t，± 1，-x) μ
1
2

通过迹定理有

 ∇xϕc ( t，± 1，-x ) ~<  ϕc ( )t，-x
H 2x

~<  ∂α c （19）
进而，利用Young不等式和（19）有

| S5 |~< η ∫
0

T

 ∂α c 2 dt + Cη ∫
0

T ∫
T 2
∫
R3

|| v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dt +Cη ∫
0

T ∫
T 2
∫
R3

|| v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dt
因为 ∂α = ∂α1x1 ∂-α-x，当 α1 = 1时，有 ∂α f (x) = ∂-α-x ∂1x1 f (x)。此时，法向导数不能直接作用到边界上，我们

通过方程（11）将法向导数转移到切向上，即

∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dt~< ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1
-1 ( || ∂ t ( )∂-α g+ 2 + || -v ⋅ ∇-x ( )∂-α g+ 2 + || L ( )∂-α g+ 2 + || ∂-αH ( )1 2 )dvd -x dt

~< E21 ( )∂α g+ + ∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1
-1 || ∂-αH ( )1 2dvd -x dt
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同样地，有

∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dt~< E21 (∂α g-) + ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1
-1 || ∂-αH ( )-1 2dvd -x dt

当 α1 = 0时，只有切向导数，切向导数可以直接作用到边界上。因此

∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dt = ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1 || ∂α g+ 2dvd -x dt

∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dt = ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1 || ∂α g- 2dvd -x dt

将Si (1 ≤ i ≤ 5)加在一起，得到关于系数函数 c (t，x) 的估计为

∫
0

T

 ∂α c 2 dt~<  ∂α f ( )T
2 +  ∂α f0 2 + Cη | Υ +

T (∂α f) |2

+Cη ∫
0

T

 { I - P } ∂α f 2
D
dt+E21 (∂α g± ) + E22 (∂α g± )+η ∫

0

T

 ∂αb 2 dt +Cη ∫
0

T







(∂αH，μ 14 ) L2v
2
dt

+∫
0

T ∫
T 2
∫

v1 < 0
|| v1
-1 || ∂-αH ( )1 2dvd -x dt + ∫

0

T ∫
T 2
∫

v1 > 0
|| v1
-1 || ∂-αH ( )-1 2dvd -x dt

利用同样地方法可以估计a (t，x)、b ( t，x )，为简洁起见我们略去具体的推导。则定理4得证。

4 主要定理证明

4. 1 定理1证明

在这一节当中，我们利用能量估计及上面两个部分的估计研究初边值问题（2）、（3）和（4）解的相

关性质，即证明定理1。
4. 1. 1 全局存在性 对于解的全局存在性，这里只证明解的先验估计，因为解的全局存在可以通过局部

解的构造和连续性技巧得到，而解的局部存在性的证明与文献［22］中的证明完全类似，故省略。

令 α ∈ Λ，首先，对方程（2）关于变量 x 求 α 阶导数，有

∂ t∂α f + v ⋅ ∇x∂α f + L∂α f = ∂αΓ( f，f ) （20）
其次，将方程（20）与∂α f关于变量 (x，v) 做内积，并在 [ 0，t ] (0 < t ≤ T )上积分，得到

∫
0

t

(∂ t∂α f，∂α f )dτ + ∫
0

t

( v1∂x1∂α f，∂α f )dτ + ∫0
t

( -v ⋅ ∇-x∂α f，∂α f )dτ + ∫
0

t

(L∂α f，∂α f )dτ= ∫
0

t

( )∂αΓ ( )f，f ，∂α f dτ （21）
方程（21）左端第二项的估计为

∫
0

t

(v1∂x1∂α f，∂α f)dτ = 12 ∫0
t ∫
T 2
∫
R3
v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dτ - 12 ∫0

t ∫
T 2
∫
R3
v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dτ

由边界条件可知，当 α1 = 0时，有

∫
0

t

(v1∂x1∂α f，∂α f)dτ = 12 ∫0
t ∫
T 2
∫

v1 > 0
v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dτ - 12 ∫0

t ∫
T 2
∫

v1 < 0
v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dτ

+ 12 ∫0
t ∫
T 2
∫

v1 < 0
v1 || ∂α g+ 2dvd -x dτ - 12 ∫0

t ∫
T 2
∫

v1 < 0
v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dτ

当 α1 = 1时，有

∫
0

t

(v1∂x1∂α f，∂α f)dτ ≤ 12 ∫0
t ∫
T 2
∫

v1 > 0
v1 || ∂α f ( )1 2dvd -x dτ - 12 ∫0

t ∫
T 2
∫

v1 < 0
v1 || ∂α f ( )-1 2dvd -x dτ

+ 12 ∫0
t ∫
T 2
∫

v1 < 0
v-11 ( )|| ∂ t∂-α g+ 2 + || -v ⋅ ∂-x∂-α g+ 2 + || L∂-α g+ 2 + || ∂-αΓ ( )g+，g+

2 dvd -x dτ

- 12 ∫0
t ∫
T 2
∫

v1 > 0
v-11 ( )|| ∂ t∂-α g- 2 + || -v ⋅ ∂-x∂-α g- 2 + || L∂-α g- 2 + || ∂-αΓ ( )g-，g-

2 dvd -x dτ
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综上，得到

sup
0 ≤ t ≤ T  ∂α f ( )t 2 + 2δ0 ∫

0

T

 { I - P } ∂α f 2
D
dt + |Υ +

T (∂α f) |2≤  ∂α f ( )0 2 + 2 ∫
0

T

|| ( )∂αΓ ( )f，f ，∂α f dt + E2 ( )∂α g±
因此有

∑
α ∈ Λ

sup
0 ≤ t ≤ T  ∂α f ( )t

L2v L2x
+∑

α ∈ Λ(∫0
T

 { }I - P ∂α f 2
D
dt)

1
2 +∑

α ∈ Λ
||Υ +

T ( )∂α f ~<∑
α ∈ Λ

 ∂α f0
L2v L2x
+∑
α ∈ Λ
E ( )∂α g± （11）

将（11）与定理4中的估计进行线性组合，并利用定理3，则有

ET (f) + DT (f)~<∑
α ∈ Λ

 ∂α f0
L2v L2x

+ ET (f)DT (f) +∑
α ∈ Λ
E ( )∂α g±

将方程（20）与 w2q，ϑ∂α f 作内积，利用2. 2小节中的第二个强制性估计，可以得到

ET，w (f) + DT，w (f)~<∑
α ∈ Λ

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x

+ ET，w (f)DT，w (f) +∑
α ∈ Λ
E ( )wq，ϑ∂α g±

4. 1. 2 时 间 衰 减 估 计 这里我们只证明软位势 -3 < γ < -2s 的情况，令 h = eλtp f，其中 λ > 0，
0 < p < 1，代入方程（20），得

∂ t∂αh + v1∂x1∂αh + -v ⋅ ∇-x∂αh + L∂αh = e-λtp∂αΓ (h，h) + λptp - 1∂αh （22）
给定初始条件及边界条件

∂αh (0，x1，-x，v) = ∂α f0 (x1，-x，v)
h ( t，- 1，-x，v )|v1 > 0 = eλtp g- (t，-x，v)，h ( t，1，-x，v )|v1 > 0 = eλtp g+ (t，-x，v)

将方程（22）与 ∂αh关于变量 x，v 作内积且关于时间 t 积分，做类似于4. 1. 1的估计，得

sup
0 ≤ t ≤ T∑α ∈ Λ ∂αh ( )t

L2v L2x
+∑

α ∈ Λ(∫0
T

 ∂αh 2
D
dt)

1
2 ~<∑

α ∈ Λ
 ∂α f0

L2v L2x
+∑

α ∈ Λ
sup
0 ≤ t ≤ T

E ( )eλtp∂α g± +∑
α ∈ Λ

λp ( )∫
0

T

tp - 1  ∂αh 2
dt

1
2

（23）
处理不等式（23）右端的第三项，令集合 E = { v ≤ ρtp'}，其中 ρ > 0，p' > 0，分解1 = 1E + 1Ec，则

λp ( ∫
0

T

tp - 1  ∂αh 2dt ) 12 ≤ λp (∫0
T

tp - 11E  ∂αh 2dt)
1
2 + λp (∫0

T

tp - 11
Ec  ∂αh 2dt)

1
2∶= I1 + I2，

令 p = (γ + 2s) p' + 1，
I1 ≤ λp ρ

-p + 1
p' (∫0

T

v
p - 1
p'  ∂αh 2dt)

1
2 ≤ λp ρ

-p + 1
p' (∫0

T

 ∂αh 2
D
dt)

1
2

因为E c = { v ≥ ρtp'}，所以有 w-2q，ϑ ≤ e-
qρϑtp'ϑ
2 ，令 p = p'ϑ和 2λ < qρϑ2 ，则可得

I2 ≤ λp (∫0
T ∫
I × T 2
∫
Ec

tp - 1e2λtp e- q2 ρϑtp'ϑw2q，ϑ || ∂α f 2dvdxdt)
1
2

≤ λp sup
0 ≤ t ≤ T  wq，ϑ∂α f ( )t

L2v L2x ( )∫
0

T

tp - 1e2λt
p

e
- q2 ρϑtpdt

1
2 ~< λp sup

0 ≤ t ≤ T  wq，ϑ∂α f
L2v L2x

综上所述，推出

∑
α ∈ Λ

sup
0 ≤ t ≤ T  ∂αh

L2v L2x
+∑

α ∈ Λ(∫0
T

 ∂αh 2
D
dt)

1
2 ~<∑

α ∈ Λ
 wq，ϑ∂α f0

L2v L2x
+∑

α ∈ Λ
sup
0 ≤ t ≤ T

E ( )eλt
p∂α g± +∑

α ∈ Λ
E ( )∂α g±

这样，我们就完成了定理1后一部分的证明。

4. 1. 3 唯一性和非负性 下面我们证明上述构建的整体解具有唯一性，用反证法证之。假设对于方程

（2）存在另外一个解 g (t，x，v)，令 -h (t，x，v) = (f - g) (t，x，v)，则有

(∂ t + v ⋅ ∇x)-h + L -h = Γ (-h，-h)，t > 0，x ∈ Ω，v ∈ R3

-h (0，x，v ) = 0，-h (t，- 1，-x，v) |v1 > 0 = 0，-h (t，1，-x，v) |v1 < 0 = 0
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方程两端与 -h 作内积，并关于时间 t积分，得

∫
0

T

( (∂ t + v ⋅ ∇x ) -h，-h)dt + ∫
0

T

(L -h，-h )dt = ∫
0

T

(Γ( -h，-h )，-h)dt
对方程两端利用第二部分的估计，得

 -h ( )t
2 + δ ∫

0

T

 -h ( t ) 2
D
dt~<C0 ( sup0 ≤ t ≤ T  -h ( )t

2 + ϵ0 ∫
0

T

 -h ( t ) 2
D
dt)

由Gronwall不等式容易得到 f = g，即方程有唯一解。

关于解的非负性，当 F0 (x，v) = μ + μ
1
2 f (0，x，v) ≥ 0 时，则一定有 F ( t，x，v ) = μ + μ 12 f ( t，x，v ) ≥ 0，证

明过程参考文献［28］（见96页）。则定理1中的部分内容得证。

4. 2 定理2的证明

这一节将说明在定理 2的假设下，初边值问题解的正则性可以沿着切向方向传播到管道内部，即在 -x

方向上解的正则性的传播。假设 α ∈ Π，Π = {α = (α1，-α)| α1 ≤ 1， || -α ≤ m}，方程 （20） 关于变量 x，v 与

w2q，ϑ∂α f 作内积，且对时间 t积分，有

∫
0

t

(∂ t∂α f，w2q，ϑ∂α f )dτ + ∫
0

t

( v ⋅ ∇x∂α f，w2q，ϑ∂α f )dτ + ∫
0

t

(L∂α f，w2q，ϑ∂α f )dτ = ∫
0

t

(∂αΓ( f，f )，w2q，ϑ∂α f)dτ
对该式的每一项进行估计，我们有

sup
0 ≤ t ≤ T  wq，ϑ∂α f ( )t 2 + 2δ0 ∫

0

T

 wq，ϑ∂α f 2
D
dt - C ∫

0

T

 ∂α f 2
D
dt + |Υ +

T，w (∂α f) |2 - |Υ -
T，w (∂α f) |2

≤  wq，ϑ∂α f0 2 + 2 ∫
0

T

| (∂αΓ (f，f)，w2q，ϑ∂α f) |dt
因此，我们得到

sup
0 ≤ t ≤ T  wq，ϑ∂α f ( )t 2 + 2δ0 ∫

0

T

 wq，ϑ∂α f 2
D
dt + |Υ +

T，w (∂α f) |2

≤  wq，ϑ∂α f0 2 + 2 ∫
0

T

| (∂αΓ (f，f)，w2q，ϑ∂α f) |dt +∑
α ∈ Π

E2 ( )wq，ϑ∂α g±
通过定理3知这里右端的非线性项可以被控制，再利用定理4得到

∑
α ∈ Π

sup
0 ≤ t ≤ T  wq，ϑ∂α f ( )t

L2v L2x
+∑

α ∈ Π
 wq，ϑ∂α f

L2TL2v，DL2x

~<∑
α ∈ Π

 wq，ϑ∂α f0
L2v L2x

+∑
α ∈ Π

E ( )wq，ϑ∂α g±
定理得证。
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